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לופיטל כלל 1

לופיטל כלל 1

לופיטל כלל 1.1

.limx→a
f(x)
g(x) = f(a)

g(a) íמתקיי ,g(a) 6= ו0ֿ רציפות g ,f íשא ידוע 25.2.2007

êער את לקרב ïנית a של בסביבה כי íיודעי אנו ?g(a) = ו0ֿ f(a) = 0 כאשר קורה מה
.g(a + h) = g(a) + hg′(a) + o(h)ֿו f(a + h) = f(a) + hf ′(a) + o(h)ֿכ הפונקציות

. f(a+h)
g(a+h) = f ′(a)+o(h)

g′(a)+o(h) נקבל ,f(a) = g(a) = ש0ֿ ïמכיוו

limx→3
x2−9
x3−27 = limx→3

(x−3)(x+3)
(x−3)(x2+3x+9) = 2

9 • דוגמה.

;g′(x) = 3x2 ,f ′(x) = 2x⇐= g(x) = x3 − 27 ,f(x) = x2 − 9 הכלל: עלֿפי
.limx→3

2x
3x2 = 2

9

שזה נקבל לופיטל, לפי .ln
(
limx→0(1 + 2 sinx)

1
x

)
= limx→0

1
x ln(1+2 sinx) •

.limx→0

2 cos x
1+2 sin x

1 = ל2ֿ שווה

,limx→a
f(x)
g(x) = limx→0 x sin 1

x = 0 ïכא .a = 0 ,g(x) = x ,f(x) = x2 sin 1
x •

.íקיי לא limx→a
f ′(x)
g′(x) = limx→0

(
2x sin 1

x − cos 1
x

)
êא

a 6= x לכל g′(x) 6= ש0ֿ êכ a של מנוקבת בסביבה גזירות g ,f תהיינה :((0
0
) (לופיטל 1 משפט

íג אזי אמיתי), לא (אולי íקיי limx→a
f ′(x)
g′(x) íא .limx→a f(x) = limx→a g(x) = ו0ֿ

.limx→a
f ′(x)
g′(x) = limx→a

f(x)
g(x) íומתקיי ,íקיי limx→a

f(x)
g(x)

אז |x− a| < δ íשא êכ δ > 0 íקייM של B סביבה לכל אז .limx→a
f ′(x)
g′(x) = M הוכחה.

êהער משפט עלֿפי ;g′(x) 6= ו0ֿ [a−h, a+h] \ {a} על גזירות gֿו f .h < δ יהי 1. f
′(x)
g′(x) ∈ B

êכ d ∈ (a− h, a)ֿו f
′(c)
g′(c) = f(a+h)−f(a)

g(a+h)−g(a) שֿ êכ c ∈ (a, a+ h) íקיימי קושי2, של הממוצע

ïלכ . f(a−h)−f(a)
g(a−h)−g(a) = f ′(d)

g′(d) ∈ Bֿו f(a+h)−f(a)
g(a+h)−g(a) = f ′(c)

g′(c) ∈ B אז . f
′(d)
g′(d) = f(a−h)−f(a)

g(a−h)−g(a) שֿ
� .limx→a

f(x)
g(x) = M הגבול, ומהגדרת , f(a−h)

g(a−h) ∈ Bֿו f(a+h)
g(a+h) ∈ B

,f(a) = f ′(a) = . . . = f (n−1))(a) = 0 ,aֿב íפעמי n גזירות g ,f íא :2 מסקנה
.limx→a

f(x)
g(x) = f(n)(a)

g(n)(a)
⇐= רציפות g(n) ,f (n) ,g(a) = g′(a) = . . . = g(n−1))(a) = 0

,a = ∞ íא למשל, .a = ±∞ וכאשר aֿב íחדֿצדדיי גבולות עבור íג íמתקיי לופיטל כלל
k′(x) = − 1

x2 g
′( 1
x ) 6= 0 ,0+ בסביבת גזירות kֿו h .k(h) = g( 1

x ) ,h(x) = f( 1
x ) נגדיר

⇐= íקיי limx→0+
h′(x)
k′(x) .h

′(x)
k′(x) = f( 1

x )

g( 1
x )

,limx→0+ h(x) = limx→0+ k(x) = 0 ,x לכל

.limx→∞
f(x)
g(x) = limx→∞

f ′(x)
g′(x) ,íקיי limx→∞

f(x)
g(x) ïלכ לו. ושווה íקיי limx→0+

h(x)
k(x)

�

ההגדרות. לפי a = שֿ∞± במקרה להוכיח ï1נית
ממש. g(a)ֿל או f(a)ֿל התייחסות ïאי רציפות: היו כאילו ïאליה להתייחס נוכל ,aֿב רציפות ïאינ gֿו f í2א
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לופיטל כלל לופיטל1.1 כלל 1

g′(x) 6= 0 ,limx→a+ g(x) = שֿ∞ êכ (a, b] על גזירות g ,f תהיינה :(( ∗
∞ ) (לופיטל 3 משפט

íומתקיי ,íקיי limx→a+
f(x)
g(x) íג אזי אמיתי), לא (אולי íקיי limx→a+

f ′(x)
g′(x) íא .(a, b] לכל

.limx→a+
f ′(x)
g′(x) = limx→a+

f(x)
g(x)

.limx→a+
f ′(x)
g′(x) = K ∈ Rֿש נניח ראשית, 27.2.2007הוכחה.

.ε > 0 נבחר כעת, .∃h > 0 ∀x ∈ (a, a + h] g(x) > 0 ⇐= limx→a+ g(x) = ∞
,óבנוס .∃x0 ∈ (a, a + h) ∀x ∈ (a, x0)

∣∣∣ f ′(x)g′(x) −K
∣∣∣ < ε

2 ⇐= limx→a+
f ′(x)
g′(x) = K

מספיק .∃δ ∈ (0, x0 − a) ∀x ∈ (a, a + δ) g(x) > max(g(x0), 2
ε |f(x0)−Kg(x0)|)

נקבל .x ∈ (a, a+ δ) יהי .(a, a+ δ) הקטע על
∣∣∣ fg −K

∣∣∣ < εֿש ∣∣∣להוכיח f(x)
g(x) −K

∣∣∣ =
∣∣∣ f(x)−f(x0)

g(x) · g(x)−g(x0)
g(x) + f(x0)

g(x) −K · g(x)−g(x0)
g(x) −K · g(x0)

g(x)

∣∣∣
≤ 3

∣∣∣ f(x)−f(x0)
g(x)−g(x0)

−K
∣∣∣ ∣∣∣ g(x)−g(x0)

g(x)

∣∣∣ +
∣∣∣ f(x0)
g(x) −K · g(x0)

g(x)

∣∣∣
< ε

2 ·
∣∣∣1− g(x0)

g(x)

∣∣∣ + |f(x0)−Kg(x0)|
g(x)

< 4 ε
2 · 1 + ε

2 = ε

.limx→a+
f ′(x)
g′(x) = שֿ∞ נניח כעת

∃h > 0 ∀x ∈ (a, a+ h] g(x) > 0⇐= limx→a+ g(x) = ∞
∃x0 ∈ (a, a+ h) ∀x ∈ (a, x0)

f ′(x)
g′(x) > 2M ⇐= limx→a+

f ′(x)
g′(x) = ∞ .M > 0 נבחר

∃δ ∈ (0, x0−a)∀x ∈ (a, a+δ)g(x) > max(3g(x0),
3|f(x0)|
M )⇐=limx→a+ g(x) = ∞

c ∈ (x, x0) íקיי .x ∈ (a, a+ δ)ֿש נניח .[a, a+ δ) הקטע על fg > M שֿ להוכיח מספיק
שֿ êכ

f(x)
g(x) = f(x)−f(x0)

g(x)−g(x0)
· g(x)−g(x0)

g(x) + f(x0)
g(x)

= f ′(c)
g′(c) · (1−

g(x0)
g(x) ) + f(x0)

g(x)

> 2M · (1− 1
3 )− M

3 = M

(∗0 (איֿאפשר limx→0+
x+2
x 6= 1

1 • דוגמה.

limx→0+ x lnx = limx→0+
ln x
1
x

= limx→0+

1
x
−1
x2

= limx→0+ −x = 0 •
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טיילור טורי 2

טיילור טורי 2

טיילור íפולינו 2.1

íלפולינומי ïמקלור נוסחת ונקבל íהפולינו את נגזור .p(0) = a0 אז .p(x) = a0 + a1x + . . . + anx
n íהפולינו p יהי

גזירות, r לאחר ונקבל, êכ êנמשי .p′(0) = a1ֿו ,p′(x) = a1 + a2x + . . . + nanx
n−1

כֿ íהפולינו את לכתוב ונוכל ,ar = p(r)(0)
r! כלומר, .p(r)(0) = dr

dxr (arxr) |x=0= r!ar

p(x) =
n∑
r=0

arx
r =

n∑
r=0

p(r)(0)
r!

xr

.íפעמי n עד x = ב0ֿ ונגזרותיה הפונקציה ערכי íע n ממעלה יחיד íפולינו íקיי
íלפולינומי טיילור נוסחת ,q(0) = p(x0) אז .q(x) = p(x + x0) עלֿידי q נגדיר .x0 ויהי ,n ממעלה íפולינו p יהי

נקבל .q(x) =
∑n
r=0

q(r)(0)
r! xr ,íקוד כמו אז וכו'. q′(0) = p′(x0)

p(x) = q(x− x0) =
n∑
r=0

q(r)(0)
r!

(x− x0)r =
n∑
r=0

p(r)(x0)
r!

(x− x0)r

íהפולינו הוא x0 בסביבת f פונקציה mשל ממעלה טיילור íפולינו טיילורהגדרה. íפולינו

pfm(x) =
m∑
r=0

f (r)(x0)
r!

(x− x0)r

.pfn(x) = f(x) ,n ממעלה íפולינו f íא

x1 = 1 x0 = 0

f(1) = 6 f(0) = 4 f(x) = x3 + x2 + 4

f ′(1) = 5 f ′(0) = 0 f ′(x) = 3x2 + 2x

f ′′(1) = 8 f ′′(0) = 2 f ′′(x) = 6x+ 2

f ′′′(1) = 6 f ′′′(6) = 0 f ′′′(x) = 6

דוגמה.

קיבלנו ,x1 = 1 עלֿפי ;p0(x) = 4 + 0 · x + 2
2!x

2 + 6
3!x

3 קיבלנו ,x0 = 0 עלֿפי
.p1 ≡ p2 ≡ f íשמתקיי לראות ïנית .p1(x) = 6+5(x−1)+ 8

2! (x−1)2 + 6
3! (x−1)3

השארית 2.2

– הגדרה לפי – íמתקיי (כלומר, Rn(x) = f − pfn היא טיילור íפולינו של השארית שאריתהגדרה. 1.3.2007

.(f(x) = f(x0) + f ′(x0) + . . .+ f(n)(x0)
n! (x− x0) +Rn(x)

limx→x0
Rn(x)

(x−x0)n = 0 :4 טענה
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השארית טיילור2.2 טורי 2

.h(x) = (x− x0)n ,g(x) = Rn(x) ïנסמ הוכחה.
ïלכ ,R(r)

n (x0) = 0íמתקיי ,0 ≤ r ≤ nלכל .x0ֿבíפעמיnגזירהRn ïלכ ,íפעמיnגזירהf
.h(n)(x0) = n! ,h(x0) = . . . = h(n−1)(x0) = 0 ,óבנוס .g(x0) = . . . = g(n)(x0) = 0

.limx→x0
Rn(x)

(x−x0)n = limx→x0
g(x)
h(x) = 0

n! = 0 נקבל לופיטל, כלל לפי

5.f(x) = pfn(x) + o((x− x0)n) =
∑n
r=0

f(r)(x0)
r! (x− x0)r + o(x− x0)n) כלומר,

.f(x) = pfn(x) + o((x− x0)n)ֿש êכ n ממעלה יחיד pfn íפולינו íקיי :5 מסקנה

.p(x) − pfn(x) = o((x − x0)n) נקבל התנאי. את íהמקיי n ממעלה íפולינו p יהי הוכחה.
כתרגיל), (הוכחה a0 = a1 = . . . = an = 0 ⇐= a0 + a1x + . . . + anx

n = o(xn) אבל
.p ≡ pfn ïולכ

השארית: את נחשב .x0 = 1 ,f(x) = x3 + x2 + 4 6.3.2007דוגמה.

R2(x) = f(x)−pf2 (x) = (x3+x2+1)−(4x2−3x+5) = (x−1)3 = o((x−1)2)

.pfn(x) =
∑n
r=0

1
r!x

r אז .f (n)(x0) = 1 ,f (n)(x) = ex .x0 = 0 ,f(x) = ex דוגמה.
Rn(x) → 0 íהא ;Rn(0.1) < 10−4 מתי ;(o(xn)) השארית גודל מה למשל, לדעת, נרצה

.n→∞ כאשר

íש רציפות f ′, . . . , f (n)ֿש êכ [x0, x0 + H] על מוגדרת f תהי השארית): (צורות 6 משפט
על רציפה פונקציה ψֿו x ∈ (x0, x0 + H) יהי ,óבנוס .(x0, x0 + H) על קיימת f (n+1)ֿו
íשמתקיי êכ c ∈ (x0, x) íקיי אזי .(x0, x) על ψ′(x) 6= ש0ֿ êכ (x0, x) על וגזירה [x0, x]

.Rn(x) = ψ(x)−ψ(x0)
ψ′(c) · f

(n+1)(c)
n! (x− c)n

;ϕ(z) = f(x) − f(z) − f ′(z)
1! (x − z) − . . . − f(n)(z)

n! (x − z)n עלֿידי ϕ נגדיר הוכחה.
.ϕ(x) = ו0ֿ ϕ(x0) = Rn(x) ,ïכמוב

c ∈ (x0, x) íקיי קושי, של הממוצע êהער ממשפט אז :[x0, x]ֿב ורציפה (x0, x)ֿב גזירה ϕ
:ϕ′(c) את נחשב .ϕ

′(c)
ψ′(c) = ϕ(x)−ϕ(x0)

ψ(x)−ψ(x0)
= − Rn(x)

ψ(x)−ψ(x0)
שֿ êכ

ϕ′(z) = 0− f ′(z) − (f ′(z)(−1) + f ′′(z)(x− z))−
− ( f

′′(z)
2! (−2)(x− z) + f ′′′(z)

2! (x− z)2)− . . .−
− ( f

(n)(z)
n! (−n)(x− z)n−1 + f(n+1)(z)

n! (x− z)n) =

= − f(n+1)(z)
n! (x− z)n

.Rn(x) = −ϕ′(c)
ψ′(c) (ψ(x)−ψ(x0)) = ψ(x)−ψ(x0)

ψ′(c) · f
(n+1)(c)
n! (x− c)n כנדרש, וקיבלנו,

ψ′(z) = −(n+1)(x−z)n 6= 0 נקבל .ψ(z) = (x−z)n+1 נגדיר לגראנז'): (צורת 7 מסקנה לגראנז' צורת

כלומר, –Rn(x) = 0−(x−x0)
n+1

−(n+1)(x−c)n · f
(n+1)(c)
n! (x−c)nֿש êכ c ∈ (x0, x)íקיי אז .z 6= x לכל

.Rn(x) = f(n+1)(c)
(n+1)! (x− x0)n+1

.limx→0
f(x)

x
= 0 כזכור, משמעו, f(x) = o(x) ï5הסימו
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טיילור טורי טיילור2 לטורי íשימושי 2.3

êכ c ∈ (x0, x) íקיי אז .ψ′(z) = −1 נקבל .ψ(z) = (x− z) נגדיר קושי): (צורת 8 קושימסקנה צורת

.Rn(x) = f(n+1)(c)
n! (x−x0)(x− c)n כלומר, –Rn(x) = 0−(x−x0)

−1 · f
(n+1)(c)
n! (x− c)nֿש

êכ θ ∈ (0, 1) שיש ïולטעו ,0 < θ < 1 עבור c = x0 + θ(x− x0) להגדיר נוח יותר íלעתי
6.Rn(x) = f(n+1)(x0+θ(x−x0))

n! (x− x0)n+1(1− θ)nֿש

,ϕ(x0) = Rn(x)ֿש êכ ϕ(z) פונקציה הגדרנו המשפט, בהוכחת האינטגרל): (צורת 9 האינטגרלמסקנה צורת

ϕ(x)− ϕ(x0) =
∫ x
x0
ϕ′(z)dz היסודי, מהמשפט .ϕ′(z) = − f(n+1)(z)

n! (x− z)n ,ϕ(0) = 0

.Rn(x) =
∫ x
x0

f(n+1)(z)
n! (x− z)ndz כלומר, –

לגראנז'. צורת לפי ,R0(x) = f ′(c)
1! (x − x0)ֿש êכ c ∈ (x0, x) יש ,n = 0 íא דוגמה.

של הממוצע êהער למשפט אחרת צורה קיבלנו כלומר, :R0(x) = f(x)− f(x0)ֿש לב íנשי
לגראנז'.

טיילור לטורי íשימושי 2.3

x0 = 0 בסביבת f(x) = ex הפונקציה 2.3.1

לגראנז'). Rn(x)(צורת = ec

(n+1)! (x− x0)n+1ֿש êכ c ∈ (0, x) íוקיי ,pfn(x) =
∑n
r=0

xn

r!

.(7 a
n

n!

n→∞−→ ו0ֿ 1 < ec < ex (כי |Rn(x)| < ex

(n+1)! |x|
n+1 n→∞−→ 0 ,x > 0 עבור

.|Rn(x)| < 1
(n+1)! |x|

n+1 n→∞−→ 0 ,x < 0 עבור

.ex =
∑∞
n=0

xn

n! ,x לכל ,ïלכ

e /∈ Q :10 מסקנה

c ∈ (0, 1) עבור כאשר ,n לכל e = 1 + 1
1! + . . . + 1

n! + Rn(1) נקבל ,x = 1 עבור הוכחה.
. 1
(n+1)! < Rn(1) = ec

(n+1)! <
e

(n+1)! íמתקיי

.N 3 m
n · n! = (1 + 1

1! + . . .+ 1
n! )n! +Rn(1) · n! אז .n,m ∈ N עבור e = m

n שֿ נניח
n ≤ 3 ועבור ,Rn(1) · n! ∈ ( 1

n+1 ,
e

n+1 ) êא (1 + 1
1! + . . .+ 1

n! )n! ∈ N כי סתירה, קיבלנו
(.n = 1, ב2ֿ קורה מה íג לבדוק êצרי) .Rn(1) · n! /∈ N בהכרח גורר זה

0 < c < 0.1íקיי ?|Rn(0.1)| < 1
ש10−4ֿ×2 êכ e0.1 את לחשב nנוכל איזה עבור דוגמה.

נקבל כי מספיק, לא n = 2 .Rn(0.1) = ec

(n+1)! (0.1)n+1 < e0.1

(n+1)! (0.1)n+1ֿש êכ
,R3(0.1) < e0.1

4! (0.1)4 < 1
2 · 10−4 ,n = 3 עבור .R2(0.1) < e0.1

6 (0.1)3 6< 1
2 × 10−4

e0.1 ∼= 1+0.1+ (0.1)2

2 + (0.1)3

6 = 1+0.1+0.005+0.00016̄ ∼= 1.1052 נקבל כנדרש.
הנקודה). לאחר ספרות ארבע של (בדיוק

.x− c = (x− x0)− θ(x− x0) = (1− θ)(x− x0)6

מ1ֿ). ïקט המוחלט שערכו למספר óישא שהיחס מספיק (למעשה, an+1/(n+1)!
an/n!

= a
n+1

→ ש0ֿ ï7מכיוו

9



טיילור לטורי íשימושי טיילור2.3 טורי 2

x0 = 0 בסביבת f(x) = cos x הפונקציה 2.3.2

,f (2k)(0) = (−1)k אז – וכו' f ′′′(x) = sinx ,f ′′(x) = − cosx ,f ′(x) = − sinx

.pfn(x) =
∑n
r=0

f(r)(0)
r! xr =

∑bn
2 c

s=0
(−1)s

(2s)! x
2s = 1− x2

2! + x4

4! + . . וֿ. ,f (2k+1)(0) = 0

íמתקיי ,|f (n+1)(c)| ≤ ש1ֿ ïמכיוו .Rn(x) = f(n+1)(c)
(n+1)! x

n+1ֿש êכ c ∈ (0, x) íקיי

.cosx =
∑∞
n=1

(−1)nx2n

(2n)! – לפונקציה מתכנס הטור ïולכ ,|Rn(x)| ≤ |x|n+1

(n+1)!

n→∞−→ 0

נוספות דוגמאות 2.3.3

íמתקיי x 6= 0 עבור אבל .pfn(x) ≡ 0 אז ,f (n)(0) = 0 .f(x) =

e
−1
x2 x 6= 0

0 x = 0
תהי

.Rn(x) = f(x) = o(xn) ïואכ – limn→∞ pfn(x) = 0 6= f(x)

.f (n)(x) = n!
(1−x)n+1 , . . . ,f ′(x) = 1

(1−x)2 ïה הנגזרות .f(x) = 1
1−x נוספת: דוגמה

|x| < 1 שעבור נבדוק .(x0 = 0 (בסביבת pfn(x) = 1 + x+ . . .+ xn ïלכ ,f (n)(0) = n! נקבל
.
∑∞
r=0 x

r = 1
1−x

,0 < c < x עבור לגראנז': לפי

Rn(x) =
f (n+1)(c)
(n+ 1)!

xn+1 =
(n+1)!

(1−c)n+2

(n+ 1)!
xn+1 =

xn+1

(1− c)n+2
<

xn+1

(1− x)n+2

n→∞−→ 0

. 12 ≤ x < 1 עבור לנו עוזרת לא לגראנז' צורת אבל .(0 < x < 1
2 )

x
1−x < 1 íא

ïמכיוו) אז .∃θ ∈ (0, 1) : Rn(x) = (n+1)
(1−θx)n+2x

n+1(1 − θ)n קושי. בצורת ∞∑נשתמש
n=0 x

n = f(x) ïולכ ,|x| 6= 1íא |Rn(x)| ≤ n+1
(1−x)2x

n+1 → 0 נקבל (1−θ < 1−θxֿש
.|x| < 1 לכל

8.3.2007 íמקבלי x = ב1ֿ ההתכנסות (את −1 < x ≤ 1 עבור ,ln(1 + x) =
∑∞
n=1

(−1)n−1

n xn

לגראנז').8 לפי

השארית. מבדיקת נובעת לפונקציה ההתכנסות – הפונקציה êלער התכנסותו גוררת אינה הטור 8התכנסות
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ואינטגרציה íאינטגרלי 3

ואינטגרציה íאינטגרלי 3

íהמסויי האינטגרל 3.1

קבוצת – B[a, b] = {f : [a, b] → R | ∃m,M ∀x ∈ [a, b] m ≤ f(x) ≤ M} נגדיר 11.3.2007

.sup[a,b] f ,inf [a,b] f íקיימי f ∈ B לכל .[a, b] על החסומות הפונקציות

.T = (a = x0 < x1 < . . . < xn = b) נקודות קבוצת היא [a, b] של חלוקה חלוקההגדרה.

ïרימ סכומי 3.1.1

– ST (f) =
∑n
i=1(xi − xi−1) inf(xi−1,xi) f נגדיר ,f ∈ B[a, b] ,[a, b] של T חלוקה ïבהינת

.ïעליו íסכו – S̄T (f) =
∑n
i=1(xi − xi−1) sup(xi−1,xi) f וֿ ,T עלֿידי f של ïתחתו íסכו

.f של ïהתחתו האינטגרל – supT ST (f) ≡
∫
b
af רימïהגדרה. לפי ,ïתחתו אינטגרל

.f של ïהעליו האינטגרל – infT S̄T (f) ≡
∫̄ b
a
f רימïהגדרה. לפי ,ïעליו אינטגרל

.
∫
b
af =

∫̄ b
a
f íא (ïרימ (לפי אינטגרבילית נקראת f אינטגרביליתהגדרה. פונקציה

של (כקבוצות T ⊆ U íא T מֿ עדינה היא U .[a, b] של חלוקות שתי U ,T תהיינה עדינההגדרה. חלוקה

נקודות).

.ïלשתיה משותפת עדינה חלוקה היא U ∪ T ,T וֿ U חלוקות שתי ïבהינ דוגמה.

.SU (f) ≤ ST (f) ,S̄U (f) ≥ S̄T (f)⇐= U ⊆ T :11 משפט

,U = (a = x0 < x1 < . . . < xn = b) íא להוכיח מספיק אז סופיות, Uחלוקות ,T הוכחה.
.T = (x0 < . . . < xi−1 < y < xi < . . . < xn)

(xi − xi−1) sup(xi−1,xi) f = [(xi − y) + (y − xi−1)] sup(xi−1,xi) f

≥ (xi − y) supy,xi) f + (y − xi−1) supxi−1,y) f

.SU (f) ≤ ST (f) דומה, ïבאופ .S̄U (f) ≥ S̄T (f) ïלכ
U = Tr ( . . . ( T1 ( T0 = T íחלוקותֿביניי לבחור אפשר – U ⊆ T הכללי, במקרה

.S̄T (f) = S̄T0(f) ≤ . . . ≤ S̄Tr
(f) = S̄U (f) íומקבלי ,|Ti−1| − |Ti| = ש1ֿ êכ

:[0, 4] על f(x) = x דוגמה.

,ST (f) = (2 − 0) · 0 + (4 − 2) · 2 = 4 נקבל ,T = (0 < 2 < 4) עבור
.S̄T (f) = (2− 0) · 2 + (4− 2) · 4 = 12

.S̄U (f) = 10 ,SU (f) = 6 נקבל ,U = (0 < 1 < 2 < 3 < 4) עבור

11



íהמסויי האינטגרל ואינטגרציה3.1 íאינטגרלי 3

דרבו סכומי 3.1.2

של T = (xi)ni=0 חלוקה שקיימת êכ f פונקציה היא [a, b] קטע על מדרגות פונקציית הגדרה. מדרגות פונקציית

.[a, b] על המדרגות פונקציות óאוס את S[a, b]ֿב ïנסמ קבועה. פונקציה f |(xi−1,xi)ֿש êכ [a, b]

.fg ∈ S[a, b] ,f + g ∈ S[a, b] ,cf ∈ S[a, b] ,c ∈ R ,f, g ∈ S[a, b] לכל
הפונקציות כל קבוצת – ST [a, b] נגדיר ,T = (a = x0 < . . . < xn = b) חלוקה לכל
,óבנוס .ST [a, b] ⊆ SU [a, b] íמתקיי T ⊆ U לכל אז החלוקה. שמגדירה íהקטעי על הקבועות

לאֿזר). (איחוד
⋃
T ST [a, b] = S[a, b]

הוא ci כאשר ,I[a,b](f) =
∑n
i=1(xi−xi−1)ci עלֿידי I[a,b] : S[a, b] → R העתקה נגדיר

.(xi−1, xi) על f של êהער
U ,T כאשר ,f ∈ SU [a, b] ∩ ST [a, b]ֿש נניח בחלוקה): תלויה (לא היטב מוגדרת I[a,b]
אותו שמתקבל להוכיח מספיק .íשווי U ולפי T לפי íשהסכומי להוכיח êצרי .[a, b] של חלוקות
להוכיח מספיק íג ïלכ שווה). íג T ∪U Uולפי לפי íהסכו (ומסימטריה, T ∪U ולפי T לפי מספר
,ïואכ .V = (x0 < . . . < xi−1 < y < xi < . . . < xn)ֿש êכ V ומֿ T מֿ íהסכומי ïבי ïשוויו

.íשווי T ולפי V לפי íהסכומי ,f |(xi−1,y)= f |(y,xi)= f |(xi−1,xi)ֿש ïמכיוו
תכונות:

(לינאריות) I[a,b](c · f) = cI[a,b](f) ,I[a,b](f + g) = I[a,b](f) + I[a,b](g) .1

(אדיטיביות) I[a,c](f) + I[c,b](f) = I[a,b](f) (a < c < b) .2

(חיוביות) I[a,b](f) ≥ 0⇐= f ≥ 0 .3

(מונוטוניות9) I[a,b](f) ≥ I[a,b](g)⇐= f ≥ g ∈ S[a, b] .4

I[a+c,b+c](g) = I[a,b](f) ,g ∈ S[a+ c, b+ c]⇐= g(x) = f(x− c) ,f ∈ S[a, b] .5
(הזזה)

I[ac,bc](g) = I[a,b](f) ,g ∈ S[ac, bc] ⇐= (c > 0) g(x) = f(xc ) ,f ∈ S[a, b] .6
(מתיחה)

I[a,b](1) = b− a .7

נגדיר: ,f ∈ B[a, b] לכל כעת,

.f של ïהתחתו האינטגרל –
∫
b
af = supf≥g∈S[a,b] I[a,b](g) הגדרה. דרבו לפי ,ïתחתו אינטגרל

.f של ïהעליו האינטגרל –
∫̄ b
a
f = inff≤g∈S[a,b] I[a,b](g) הגדרה. דרבו לפי ,ïעליו אינטגרל

למשל, ,ïולכ ,∃m,M ∀x ∈ [a, b]m ≤ f(x) ≤M ⇐= f ∈ B[a, b] היטב: íמוגדרי אלה
בה). Mנמצאת הקבועה (הפונקציה ריקה לא {g ∈ S[a, b] : g ≥ f}

.I[a,b](f − g) = I[a,b](f)− I[a,b](g) ≥ 0⇐= f − g ≥ 0 ומהלינאריות: מהחיוביות נובעת זו 9תכונה
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ואינטגרציה íאינטגרלי 3íהמסויי האינטגרל 3.1

ההגדרות שקילות 3.1.3∫
b
af = supT ST (f) ,

∫̄ b
a
f = infT S̄T (f) :12 משפט

אבל .
∫̄ b
a
f = inff≤g∈S[a,b] = infT (inff≤g∈ST [a,b] I[a,b](g)) הגדרה, לפי :

∫̄
עבור הוכחה.

inff≤g∈ST [a,b] I[a,b](g) = inf{
∑n
i=1(xi−xi−1)ci : f ≤ g ∈ S[a, b], ci = g |(xi−1,xi)}

.ci = sup(xi−1,xi) f עבור יתקבל íהאינפימו ,x ∈ (xi−1, xi) לכל ci ≥ f(x)ֿש ïומכיוו –

כנדרש. ,
∫̄ b
a
f = infT

∑n
i=1(xi − xi−1) sup(xi−1,xi) f = infT S̄T (f) קיבלנו כלומר,

האינטגרל ותכונות אינטגרביליות 3.1.4

אינטגרבילית). מדרגה פונקציית (כל
∫̄ b
a
f =

∫
b
af = I[a,b](f) אז ,f ∈ S[a, b] íא :13 טענה 13.3.2007

מהפונקציות אחת היא f כי ,
∫
b
af = supf≥g∈S[a,b] I[a,b](g) ≥ I[a,b](f) :

∫
עבור הוכחה.

I ממונוטוניות נקבל ,g ∈ S[a, b] ,g ≤ f פונקציה לכל שני, מצד ;{g ∈ S[a, b] : g ≤ f}
.
∫
b
af = I[a,b](f) ïלכ .sup I[a,b](g) ≤ I[a,b](f)⇐= I[a,b](g) ≤ I[a,b](f)

.
∫
b
af =

∫
c
af +

∫
b
cf ,

∫̄ b
a
f =

∫̄ c
a
f +

∫̄ b
c
f ⇐= a < c < b ,f ∈ B[a, b] :14 טענה

íמתקיי אז .g |[c,b]= S[c, b] ,g |[a,c]= S[a, c] ⇐= g ∈ S[a, b] ,g ≤ f :
∫
עבור הוכחה.

.I[a,b](g) = I[a,c](g) + I[c,b](g) ≤
∫
c
af +

∫
b
cf ïולכ ,I[c,b](g) ≤

∫
b
cf ,I[a,c](g) ≤

∫
c
af

.
∫
b
af = supf≥g∈S[a,b] I[a,b](g) ≤

∫
c
af +

∫
b
cf ,ïמכא

להוכיח מספיק .ε > ש0ֿ נניח .supf≥g∈S[a,b](g) ≥
∫
c
af +

∫
b
cf שֿ להראות יש שני, מצד

.I[a,b](g) ≥
∫
c
af +

∫
b
cf − εֿש êכ g ≤ f ,g ∈ S[a, b] שקיימת

.I[a,c](h) ≥
∫
c
af− ε

2 שֿ êכ ,h ≤ f ,h ∈ S[a, c]יש ïלכ ,
∫
c
af = supf≥h∈S[a,c] I[a,c](h)

.I[c,b](k) ≥
∫
b
cf − ε

2 שֿ êכ ,k ≤ f ,k ∈ S[c, b] יש ïלכ ,
∫
b
cf = supf≥k∈S[c,b] I[c,b](k)

h ≤ ,k ≤ f ,k ∈ S[c, b] ,h ∈ S[a, c] .g |[c,b]≡ k ,g |[a,c]≡ hֿש êכ g : [a, b] → R נגדיר
,I[a,b](g) = I[a,c](h)+I[c,b](k) ≥ (

∫
c
af− ε

2 )+(
∫
b
cf− ε

2 ) נקבל .g ≤ f ,g ∈ S[a, b] ïלכ ,f
כנדרש.

.
∫
b
a(f + g) ≤

∫
b
af +

∫
b
ag ,

∫̄ b
a
(f + g) ≤

∫̄ b
a
f +

∫̄ b
a
g ,f, g ∈ B[a, b] :15 טענה

ïולכ ,f + g = 1 אז .f |R\Q= g |Q= 0 ,f |Q= g |R\Q= 1 נגדיר אפשרי). 6=) דוגמה
בעוד ,

∫
b
af =

∫
b
ag = 0 שני, ומצד .

∫̄ b
a
f =

∫̄ b
a
g = b − a אבל ,

∫̄ b
a
(f + g) = b − a

.
∫
b
a(f + g) = b− aֿש

ïלכ .S[a, b] 3 h+ k ≤ f + g אז .k ≤ g ,h ≤ f ,h, k ∈ S[a, b]ֿש נניח :
∫
עבור הוכחה.

כנדרש, ,ïומכא ,
∫
b
a(f + g) ≥ I[a,b](h+ k) = I[a,b](h) + I[a,b](k)∫

b
a(f + g) ≥ sup

h,k
(I[a,b](h) + I[a,b](k)) = sup

h
I[a,b](h) + sup

k
I[a,b](k) =

∫
b
af +

∫
b
ag

13



íהמסויי האינטגרל ואינטגרציה3.1 íאינטגרלי 3

.
∫̄ b
a
cf =

c
∫̄ b
a
f c ≥ 0

c
∫
b
af c < 0

,
∫
b
acf =

c
∫
b
af c ≥ 0

c
∫̄ b
a
f c < 0

⇐ c ∈ R ,f ∈ B[a, b] :16 טענה

כתרגיל. הוכחה.

.
∫
b
af,

∫̄ b
a
f ≥ 0⇐= f ≥ 0 ,f ∈ B[a, b] :17 טענה

.
∫
b
af ≥ I[a,b](0) = 0⇐= f ≥ 0 ∈ S[a, b] הוכחה.

.
∫̄ b
a
f ≥

∫
b
af ,f ∈ B[a, b] :18 טענה

ïלכ ,I[a,b](g) ≤ I[a,b](h) ⇐= g ≤ h בפרט, .g ≤ f ≤ h ,g, h ∈ S[a, b]ֿש נניח הוכחה.
.
∫
b
af ≤ infh I[a,b](h) =

∫̄ b
a
f ïולכ ,

∫
b
af = supg I[a,b](g) ≤ I[a,b](h)

.0 = infT (S̄T (f)− ST (f)) í"íא f ∈ R[a, b] .f ∈ B[a, b]ֿש נניח :19 משפט

.∃T : S̄T (f)− ST (f) < ε אז .ε > 0 ,0 = infT (S̄T (f)− ST (f))ֿש נניח (=⇒) הוכחה.
,
∫̄ b
a
f ≤

∫
b
af נקבל ,ε לכל ïנכו שזה êמכ .

∫̄ b
a
f ≤ S̄T (f) < ST (f)+ε ≤

∫
b
af+ε נקבל ïמכא

.f ∈ R[a, b] ⇐⇒
∫̄ b
a
f =

∫
b
af נקבל הקודמת, הטענה ולפי

.∃T : S̄T (f)−ST (f) < εלהראות êצרי ;ε > ש0ֿ נניח .
∫
b
af = sup

∫ b
a
f שֿ נניח (⇐=)

קיימות כלומר, .infT,U (S̄U (f) − ST (f)) = 0 ⇐= supT ST (f) = infU S̄U (f)ֿש ידוע
,S̄W (f) ≤ S̄U (f) אז .W = U ∪ T ניקח .S̄U (f) − ST (f) < εֿש êכ חלוקות T ,U

.S̄W (f)− SW (f) ≤ S̄U (f)− ST (f) < ε ïולכ ,SW (f) ≥ ST (f)

.S[a, b] ( R[a, b] ⊆ B[a, b] :20 משפט

:f(x) =

1 x ∈ Q

0 x /∈ Q
אינטגרבילית: שאינה חסומה לפונקציה דוגמה (R ( B) הוכחה.

.
∫̄ b
a
f = b− a ,

∫
b
af = 0

נראה .f(x) = x מדרגות: פונקציית שאינה אינטגרבילית לפונקציה דוגמה (S ( R)
.S̄Tn

(f)−STn
(f) → Tnשלחלוקותכêש0ֿ מספיקלבנותסדרה .infT (S̄T (f)−ST (f)) = 0

הוא ההפרש ïלכ – S̄T (f) =
∑n
i=1(xi − xi−1)xi ,ST (f) =

∑n
i=1(xi − xi−1)xi−1

,xi = a + ihֿש êכ Tn = (xi)ni=0 חלוקה נגדיר .S̄T (f) − ST (f) =
∑n
i=1(xi − xi−1)2

.S̄Tn(f)−STn(f) =
∑n
i=1(xi−xi−1)2 = nh2 = (b−a)2

n

n→∞−→ 0 נקבל .h = b−a
n כאשר

(.[a, b] על הרציפות הפונקציות קבוצת היא C[a, b]) .C[a, b] ⊆ R[a, b] :21 15.3.2007משפט

|s − t| < δֿש êכ δ > 0 íקיי ïלכ במ"ש, רציפה f .ε > 0 ,f ∈ C[a, b]ֿש נניח הוכחה.
δֿמ ïקט תתֿקטע כל של êשהאור êכ T חלוקה נבחר .|f(s) − f(t)| < ε

2(b−a) ⇐=

.sups,t∈(xi−1,xi)(f(s) − f(t)) ≤ ε
2(b−a) נקבל אז .(maxi(xi − xi−1) < δ (כלומר,

S̄T (f) − ST (f) = ונקבל נחשב ,ïמכא .sup(xi−1,xi) f − inf(xi−1,xi) f ≤ ε
2(b−a) כלומר,

14



ואינטגרציה íאינטגרלי 3íהמסויי האינטגרל 3.1

.
∑n
i=1(xi−xi−1)(sup(xi−1,xi) f−inf(xi−1,xi) f) ≤ ε

2(b−a)
∑n
i=1(xi−xi−1) = ε

2 < ε

.f ∈ R[a, b]ֿו ,infT (S̄T (f)− ST (f)) = 0 ïלכ

אינטגרבילית. היא ,[a, b] על מונוטונית f íא :22 משפט

עולה. מונוטונית f שֿ נניח הוכחה.

אêממונוטוניות ,S̄T (f)−ST (f) =
∑n
i=1(xi−xi−1)(sup(xi−1,xi) f−inf(xi−1,xi) f)

.sup(xi−1,xi) f − inf(xi−1,xi) f ≤ f(xi)− f(xi−1) נקבל f

.ΔT = max(xi − xi−1) ביותר: הגדול הקטע êאור הוא החלוקה פרמטר החלוקההגדרה. פרמטר

כנדרש, ונקבל, ,ΔT < ε
f(b)−f(a) שֿ êכ T נבחר ,ε > 0 ïבהינת

S̄T (f)− ST (f) =
∑n
i=1(xi − xi−1)(sup(xi−1,xi) f − inf(xi−1,xi) f)

≤ ΔT
∑n
i=1 = (sup(xi−1,xi) f − inf(xi−1,xi) f)

≤ ΔT
∑n
i=1(f(xi)− f(xi−1)) =

≤ ΔT (f(b)− f(a)) < ε

.λf ∈ R[a, b]⇐= λ ∈ R ,f ∈ R[a, b] ;f + g ∈ R[a, b]⇐= f, g ∈ R[a, b] :23 משפט

,
∫̄ b
a
(f+g) =

∫
b
a(f+g) ïלכ .

∫̄ b
a
(f+g) ≤

∫̄ b
a
f+

∫̄ b
a
g =

∫
b
af+

∫
b
ag ≤

∫
b
a(f+g) הוכחה.

.(
∫ b
a
(f + g) =

∫ b
a
f +

∫ b
a
g íוג) f + g ∈ R[a, b]ֿו

.
∫̄ b
a
λf = λ

∫̄ b
a
f = λ

∫
b
af =

∫
b
aλf ,λ ≥ 0 íא

.
∫̄ b
a
λf = λ

∫
a
bf = λ

∫̄ a
b
f =

∫
b
aλf ,λ ≤ 0 íא

.
∫ b
a
λf = λ

∫ b
a
f וֿ ,λf ∈ R[a, b] ,íהמקרי בשני

נקודות. של סופי מספר למעט x ∈ [a, b] לכל f(x) = g(x) ,f, g ∈ B[a, b]ֿש נניח :24 משפט
.g ∈ R[a, b]⇐= f ∈ R[a, b] אז

f(x) = g(x)ֿש נניח .∃T : S̄T (f)− ST (f) < ε⇐= f ∈ R[a, b] .ε > ש0ֿ נניח הוכחה.
íמתקיי ,T ⊆ T̂ שֿ ïמכיוו .T̂ = T ∪ {y1, . . . , yn} חלוקה וניקח ,x /∈ {y1, . . . , yn} לכל
,S̄T̂ (f)−ST̂ (f) = S̄T̂ (g)−ST̂ (g) נקבל ,óבנוס .S̄T̂ (f)−ST̂ (f) ≤ S̄T (f)−ST (f) < ε

.(íפתוחי íקטעי על דיברנו S ,S̄ (ובהגדרת ∀i, j yi /∈ (xj−1, xj) כי

.f ∈ R[a, b] אז ,a < c < d < b לכל f ∈ R[c, d] íוג f ∈ B[a, b] íא :25 משפט 18.3.2007

ונגדיר ,ε > ש0ֿ נניח .∃m,M ∀x ∈ [a, b] m ≤ f(x) ≤ M ⇐= f ∈ B[a, b] הוכחה.
.δ = ε

4(M−m)

חלוקה שקיימת להוכיח מספיק .∃T : S̄T (f)− ST (f) < ε
2 ⇐= f ∈ R[a+ δ, b− δ]

.U = T ∪ {a, b} נגדיר .S̄U (f)− SU (f) < εֿש êכ [a, b] של U

15



íהמסויי האינטגרל ואינטגרציה3.1 íאינטגרלי 3

S̄U (f)− SU (f) =
∑
i(xi − xi−1)(sup(xi−1,xi) f − inf(xi−1,xi) f)

= S̄T (f)− ST (f) + δ(sup(a,a+δ) f − inf(a,a+δ) f)+

+δ(sup(b−δ,b) f − inf(b−δ,b) f)

< ε
2 + ε

4(M−m) (M −m) + ε
4(M−m) (M −m)

= ε
2 + ε

4 + ε
4 = ε

10.g ◦ f ∈ R[a, b] אז ,g ∈ C[m,M ] ,∀x m ≤ f(x) ≤M ,f ∈ R[a, b] íא :26 משפט

.ε > ש0ֿ נניח הוכחה.
.∃δ > 0 : ∀s, t ∈ [a, b] |s− t| < δ =⇒ |g(s)− g(t)| < ε אז ,g ∈ C[a, b]

.∃l, L ∈ R ∀x ∈ [a, b] l ≤ g(x) ≤ L אז ,g ∈ C[a, b]
.∃T = (x0 < . . . < xn) : S̄T (f)− ST (f) < ε · δ אז ,f ∈ R[a, b]

.A = {i : sup(xi−1,xi) f − inf(xi−1,xi) f ≥ δ} ∑נגדיר
i∈A(xi − xi−1) < ε :1.26 למה

ε · δ > S̄T (f)− ST (f)

=
∑n
i=1(xi − xi−1)(sup(xi−1,xi) f − inf(xi−1,xi) f)

≥
∑
i∈A(xi − xi−1)(sup(xi−1,xi) f − inf(xi−1,xi) f)

≥
∑
i∈A(xi − xi−1)δ

הוכחה.

sup(xi−1,xi)(g ◦ f)− inf(xi−1,xi)(g ◦ f) ≤ ε⇐= i /∈ A :2.26 למה

⇐= f((xi−1, xi)) ⊆ [c = inf(xi−1,xi) f, sup(xi−1,xi) f = d] .i /∈ A יהי הוכחה.
,(sup(xi−1,xi) f − inf(xi−1,xi) f < δ (כי c− d < δ אז .g(f((xi−1, xi))) ⊆ g([c, d])

.sup(xi−1,xi)(g◦f)−inf(xi−1,xi)(g◦f) = sups,t∈(xi−1,xi)(g(f(s))−g(f(t))) ≤ εֿו

S̄T (g ◦ f)− ST (g ◦ f) =
∑n
i=1(xi − xi−1)(sup(xi−1,xi)(g ◦ f)− inf(xi−1,xi)(g ◦ f))

=
∑
i∈A(xi − xi−1)(sup(xi−1,xi)(g ◦ f)− inf(xi−1,xi)(g ◦ f))+

+
∑
i/∈A(xi − xi−1)(sup(xi−1,xi)(g ◦ f)− inf(xi−1,xi)(g ◦ f))

≤ (L− l)
∑
i∈A(xi − xi−1) + ε

∑
i/∈A(xi − xi−1)

< ε(L− l + b− a)

.g ◦ f ∈ R[a, b]ֿו ,0 = infT S̄T (g ◦ f)− ST (g ◦ f)) ïלכ

.(α > 0) ef , f2, fα ∈ R[a, b] íג ,f ∈ R[a, b] íא דוגמה.

,f2, g2, (f + g)2 ∈ R[a, b] מהמשפט, ;f + g ∈ R[a, b] íג ,f, g ∈ R[a, b] íא דוגמה.
.f · g = (f+g)2−f2−g2

2 ∈ R[a, b] ïומכא

.g ◦ f ∈ R ואז g ◦ f ∈ C ,f, g ∈ C í10א
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ואינטגרציה íאינטגרלי 3íהמסויי האינטגרל 3.1

. 1f ∈ R[a, b]⇐= inf [a,b] f > 0 ,f ∈ R[a, b] :27 מסקנה

אז .M = sup[a,b] f ,m = inf [a,b] f > 0 כאשר ,[m,M ] על רציפה g(x) = 1
x הוכחה.

.g ◦ f = 1
f ∈ R[a, b] מהמשפט,

?
∫ 2

1
f מהו ;f ∈ R[1, 2] ,f(x) = x2 דוגמה.

נחשב: .Tn = (1 < 1 + 1
n < . . . < 1 + n−1

n < 2) חלוקה נגדיר
STn

(f) =
∑n
i=1(xi − xi−1) inf(xi−1,xi) f

=
∑n
i=1

1
n (xi−1)2 =

∑n
i=1

1
n (1 + i−1

n )2

= 1
n3

∑n
i=1(n+ i− 1)2

= 1
n3 (n2 + . . .+ (2n− 1)2)

= 1
n3 (S(2n− 1)− S(n− 1))

= 1
6n3 ((2n− 1)(2n)(4n− 1)− (n− 1)n(2n− 1))

= 1
6n3 (2(2n− 1)(4n− 1)− (n− 1)(2n− 1) n→∞−→ 14

6 = 7
3

êכ Tn חלוקות מצאנו .(S(N) =
∑N
i=1 i

2 = 1
6N(N + 1)(2N + 1) (כאשר

:S̄Tn
(f)− STn

(f) → ש0ֿ נראה .STn
(f) → 7

3 שֿ
S̄Tn

(f)− STn
(f) =

∑n
i=1(xi − xi−1)(sup(xi−1,xi) f − inf(xi−1,xi) f)

=
∑n
i=1

1
n (x2

i − x2
i−1)

=
∑n
i=1

1
n (xi − xi−1)(xi + xi−1)

=
∑n
i=1

1
n ·

1
n (1 + i

n + 1 + i−1
n )

= 1
n2

∑n
i=1(2 + 2i−1

n ) < 1
n2 · 4n = 4

n

n→∞−→ 0

כללי ïרימ íסכו 3.1.5

ïרימ íסכו íסכו הוא f של ïרימ íסכו חלוקה, T = (a = x0 < x1 < . . . < xn = b) פונקציה, f ïבהינת 20.3.2007

.ti ∈ (xi−1, xi) כאשר ,
∑n
i=1(xi − xi−1)f(ti) מהצורה

f ∈ R[a, b]í"íא
∑n
i=1(xi−xi−1)f(ti)

ΔT→0−→ I אז .[a, b] fמוגדרתעל נניחשֿ :28 משפט
11.I =

∫ b
a
f וֿ

T שלכל êכ δ > 0 íקיי אז .ε > 0 ,
∑n
i=1(xi − xi−1)f(ti)

ΔT→0−→ Iֿש נניח (⇐=) הוכחה.
T חלוקה נבחר .∀ti ∈ (xi−1, xi) |

∑n
i=1(xi − xi−1)f(ti)| < ε íמתקיי ΔT < δֿש êכ

.∀ti ∈ (xi−1, xi)
∑n
i=1(xi − xi−1)f(ti) ∈ (I − ε, I + ε) אז .δֿמ ïקט פרמטר בעלת

S̄T (f) =
∑n
i=1 sup(xi−1,xi) f = supti(

∑n
i=1(xi − xi−1)f(ti)) ∈ [I − ε, I + ε]

ST (f) = infti(
∑n
i=1(xi − xi−1)f(ti)) ∈ [I − ε, I + ε]

,ε > 0 לכל כלומר, .I − ε ≤ ST (f) ≤
∫
b
af ≤

∫̄ b
a
f ≤ S̄T (f) ≤ I + ε ⇐=

.I =
∫
b
af =

∫̄ b
a
f ïולכ ,I − ε ≤

∫
b
af ≤

∫̄ b
a
f ≤ I + ε

היטב. מוגדר ïרימ אינטגרל 11כלומר,
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האינפיניטסימלי ïהחשבו של היסודי המשפט ואינטגרציה3.2 íאינטגרלי 3

אז ,infT (S̄T (f) − ST (f)) = 0 .ε > ש0ֿ נניח .I =
∫ b
a
f ,f ∈ R[a, b]ֿש נניח (=⇒)

.S̄T (f)− ST (f) < εֿש êכ T = (x0 < . . . < xn) חלוקה קיימת
.∃m,M ∀x ∈ [a, b]m ≤ f(x) ≤M ⇐= f ∈ B[a, b]⇐= f ∈ R[a, b]

חלוקה U = (u0 < . . . < uk)ֿש נניח .δ = min( ε
2n(M−m) ,

1
2 mini(xi − xi−1)) נגדיר

.Iֿל "íקרובי" S̄U (f) ,SU (f)ֿש להוכיח êצרי .ΔU < δֿש êכ
איֿאפשר ïלכ .uj − uj−1 ≤ ΔU < δ < mini(xi − xi−1) ≤ xi − xi−1 ,jֿו i לכל

.íֿיxiֿמה אחד רק יש ujֿל uj−1 ïובי ,xi−1, xi ∈ (uj−1, uj)ֿש
.ijֿב (היחיד) iֿה את ïנסמ ,j ∈ A לכל .A = {j : ∃i (uj−1, uj) ⊆ (xi−1, xi)} ∑נגדיר

j /∈A(uj − uj−1) < δn :1.28 למה

.uji−1 < xi ≤ uji שֿ êכ ji נגדיר ,1 ≤ i ≤ n לכל ∑הוכחה.
j /∈A(uj − uj−1) ≤

∑n
i=1(uji − ïולכ ,{1, . . . , k} \ A ⊆ {ji : 1 ≤ i ≤ n} אז

.uji−1) < δn

(xi − xi−1) − 2δ ≤ (xi − xi−1) − (xi − uji−1) − (uji−1 − xi−1) = :2.28 ∑למה
j∈A,ij=i(uj − uj−1)

SU (f) =
∑n
j=1(uj − uj−1)(inf(uj−1,uj) f)

=
∑
j∈A(uj − uj−1)(inf(uj−1,uj) f +

∑
j /∈A(uj − uj−1)(inf(uj−1,uj) f

≥
∑
j∈A(uj − uj−1) inf(xj−1,xj) f +

∑
j /∈A(uj − uj−1)m

=
∑n
i=1[

∑
j∈A,ij=i(uj − uj−1)](inf(xi−1,xi) f) +m

∑
j /∈A(uj − uj−1)

=
∑n
i=1[(xi − xi−1)− (xi − uji−1)− (uji−1 − xi−1)] inf(xi−1,xi) f +m

∑
j /∈A(uj − uj−1)

= ST (f)−
∑n
i=1((xi − uji−1) + (uji−1 − xi−1)) inf(xi−1,xi) f +m

∑
j /∈A(uj − uj−1)

≥ ST (f)−M
∑n
i=1((xi − uji−1) + (uji−1 − xi−1)) +m

∑
j /∈A(uj − uj−1)

=⇒ SU (f) ≥ ST (f)−M
∑
j∈A(uj − uj−1) +m

∑
j /∈A(uj − uj−1)

= ST (f)− (M −m)
∑
j /∈A(uj − uj−1)

> ST (f)− (M −m)δn ≥ ST (f)− ε
2

.S̄U (f) < S̄T (f) + ε
2 דומה, ïבאופ

S̄U (f)−SU (f) < S̄T (f)−ST (f)+ε < ε+ε = נקבל ,ΔU < δֿש êכU חלוקה לכל
.2ε

.SU (f) ≤
∑n
j=1(uj − uj−1)f(ti), I ≤ S̄U (f) נקבל ,U חלוקה לפי ïרימ íסכו לכל

,|
∑n
j=1(uj−uj−1)f(ti)−I| ≤ |S̄U (f)−SU (f)| < 2ε ,ΔU < δֿש êכU חלוקה לכל

כנדרש. ,tj ∈ (uj−1, uj) של בחירה לכל

האינפיניטסימלי ïהחשבו של היסודי המשפט 3.2

F אז .F (t) =
∫ t
a
f ,t0ֿב רציפה f ,t0 ∈ [a, b] ,f ∈ R[a, b] היסודי): (המשפט 29 22.3.2007משפט
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ואינטגרציה íאינטגרלי אינטגרציה3 שיטות 3.3

12.F ′(t0) = f(t0) íוג ,t0ֿב גזירה

.∃δ > 0 ∀t |t− t0| < δ =⇒ |f(t)− f(t0)| < ε⇐= t0ֿב רציפה f .ε > ש0ֿ נניח הוכחה.
.|f(t)− f(t0)| < ε ,t0 של δ בסביבת המוכל ,[t0, t0 + h] בקטע אז .0 < h < δ ניקח

F (t0 + h)− F (t0) =
∫ t0+h
a

f −
∫ t0
a
f

=
∫ t0+h
t0

f

∈ [
∫ t0+h
t0

(f(t0)− ε),
∫ t0+h
t0

(f(t0) + ε)]

= [h(f(t0)− ε), h(f(t0) + ε)]

עלֿידי ,ïאופ באותו .F ′+ = f(t0) ïולכ ,F (t0+h)−F (t0)
h ∈ [f(t0) − ε, f(t0) + ε] ,ïמכא

.F ′− = f(t0) נקבל ,−δ < h < 0 בחירת

אז .f של קדומה פונקציה F (t) =
∫ t
a
f אז ,[a, b] על רציפה פונקציה f íא :30 מסקנה

כלומר, – f של קדומה פונקציה G íג íא)
∫ b
a
f = F (b) − F (a) = G(b) − G(a)

שתי ïבי שההפרש ïמכיוו ,(G′+(a) = f(a) ,G′−(b) = f(b) ,t ∈ (a, b) לכל G′(t) = f(t)

קבוע. קדומות ∫פונקציות 2

1
x2dx = [x

3

3 ]21 = 7
3 דוגמה.

אפשר êכ) .F (x) =

x 0 ≤ x ≤ 1

2x− 1 1 < x ≤ 2
⇐= f(x) =

1 0 ≤ x ≤ 1

2 1 < x ≤ 2
דוגמה.

של סופי במספר רציפות ïשאינ פונקציות עבור íג הקדומה הפונקציה הגדרת את להרחיב
נקודות.)

אינטגרציה שיטות 3.3

íבחלקי אינטגרציה 3.3.1

u כלומר, – רציפה (uv)′ íא ;
∫ b
a
(u′v + uv′) =

∫ b
a
(uv)′⇐= d

dx (u(x)v(x)) = u′v + uv′

.
∫ b
a
uv′ = [uv]ba −

∫ b
a
u′v ïלכ .

∫ b
a
(uv)′ = [uv]ba – ברציפות גזירות vֿו

.
∫ b
a
u(x)v(x)dx = [u(x)

∫
v(x)dx]ba −

∫ b
a
u′(x)(

∫
v(x)dx)dx :êכ íג אפשר

ההצבה שיטת 3.3.2

אז ברציפות; גזירה ϕֿו רציפה f עבור ,f ′(ϕ(t))ϕ′(t) = d
dtf(ϕ(t))∫ β

α

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt = [f(ϕ(t))]βα = f(ϕ(B))− f(ϕ(A)) = [f(x)]ϕ(β)
ϕ(α) =

∫ ϕ(β)

ϕ(α)

f

חדֿצדדית. הגזירות אז מהקצוות, אחד הוא t0 í12א
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אינטגרציה שיטות ואינטגרציה3.3 íאינטגרלי 3

⇐= ∀t ∈ [α, β] a ≤ ϕ(t) ≤ b ,[α, β] על ברציפות גזירה ϕ ,[a, b] על רציפה f :31 משפט
.
∫ ϕ(β)

ϕ(α)
f(x)dx =

∫ β
α
f(ϕ(t))ϕ′(t)dt

היסודי, המשפט עלֿפי .F (t) =
∫ t
a
f עלֿידי F נגדיר .f ∈ R[a, b] ⇐= רציפה f הוכחה.

.F ′ = t

f(ϕ(t))ϕ′(t) ïלכ רציפה. ϕ′ אז ברציפות, גזירה ϕ רציפה; f ◦ ϕ אז רציפות, ϕ ,f∫ β
α
f(ϕ(t))ϕ′(t)dt = [

∫
f(ϕ(t))ϕ′(t)dt]βα = [F ◦ ϕ]βα = נקבל היסודי ומהמשפט רציפה,

.F (ϕ(β))− F (ϕ(α)) = [F ]ϕ(β)
ϕ(α) =

∫ ϕ(β)

ϕ(α)
f

íחלקיי íלשברי פירוק 3.3.3

25.3.2007 בעלי gi íפולינומי íוקיימי ,p(x) =
∏n
i=1(x − αi)mi לפרק ïנית ?

∫ p(x)
q(x)dx לחשב כיצד

לעשות ïנית . q(x)Qn
i=1(x−αi)mi

=
∑n
i=1

gi(x)
(x−αi)mi

+ r(x)ֿש êכ r íופולינו miֿמ קטנה מעלה
.íהסכו איברי על אינטגרציה
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פונקציות וטורי סדרות 4

פונקציות וטורי סדרות 4

שווה במידה והתכנסות נקודתית התכנסות 4.1

פונקציות סדרות 4.1.1

התכנסותה על לדבר íמעונייני אנו .fn : X → R כאשר פונקציות, של סדרה היא {fn(x)}∞n=1 24.5.2007

.
∑∞
i=1 fi(x) הטור והתכנסות

לכל limn→∞ fn(x) = f(x) íא (fn
→נק' f ) f לֿ נקודתית מתכנסת {fn}ֿש נאמר נקודתיתהגדרה. התכנכסות

.∀x0 ∈ X ∀ε > 0 ∃N : ∀n > N |fn(x)− f(x)| < ε כלומר, .x0 ∈ X

.limn→∞ fn(x) =

0 0 ≤ x < 1

1 x = 1
≡ f(x) אז .X = [0, 1] ,fn(x) = xn דוגמה.

íא (fn
→במ"ש f ) f לֿ שווה במידה מתכנסת {fn}ֿש נאמר שוהוהגדרה. במידה התכנכסות

∀ε > 0 ∃N : ∀x ∈ X ∀n > N |fn(x)− f(x)| < ε

שקול, ïבאופ שוב או, ,∀ε > 0 ∃N : ∀n > N supx∈X |fn(x) − f(x)| < ε שקול, ïבאופ)
(.limn→∞(supx∈X |fn − f |) = 0

.
∫ b
a
|fn(x)− f(x)|dx→ 0 íא fn(x)

→−בממוצע f(x)ֿש נאמר בממוצעהגדרה. התכנסות

אז .(fn − f)(x) = fn(x) − f(x) =

xn 0 ≤ x < 1

0 x = 1
הקודמת, בדוגמה דוגמה.

.fn
9במ"ש f ïולכ ,supX |fn − f | = 1 n→∞9 0

fn
→נק' f ⇐= fn

→במ"ש f :32 טענה

.fn
→נק' f ⇐= |fn(x)− f(x)| < supx∈X |fn(x)− f(x)| → 0 אז .x ∈ X נניח הוכחה.

f = g⇐= fn
→נק' g ,fn

→נק' f :33 טענה

.fn
→במ"ש f ⇐= fn

→נק' f במ"ש, מתכנסת fn :34 טענה

פונקציות טורי 4.1.2

מתכנסת {
∑n
i=1 fn(x)}∞n=1 הסדרה íא נקודתית/במ"ש מתכנס

∑∞
n=1 fn(x)ֿש íאומרי

(בהתאמה). נקודתית/במ"ש

,|x| < 1 כאשר התכנסות שיש íיודעי אנו .
∑N
n=1 x

n = xN+1−x
x−1 :

∑∞
n=1 x

n דוגמה.
נגדיר íא שווה: במידה אינה ההתכנסות êא .F (x) = x

1−x היא הגבולית והפונקציה
.limx→1(FN−F )(x) → −∞ êא ,FN−F = xN+1

x−1 ,FN (x) =
∑N
n=1 x

n = xN+1−x
x−1

21



שווה במידה והתכנסות נקודתית התכנסות פונקציות4.1 וטורי סדרות 4

fn
9במ"ש 0 אבל ,fn

→נק' 0 להוכיח אפשר .X = [0, 1] ,fn(x) = xn − x2n דוגמה.
.(supX |fn| = 1

4 )
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